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CALCUL VECTORIEL
I. GENERALITES
| .1. Définition

Un vecteur est un segment de droite portant une origine et une extrémité. Le vecteur AB, par
exemple, se caractérise par :

e Sa direction : droite (AB) et des droites paralleles a (AB).
e Sonsens:de AaB.

e Sa norme (ou module) : longueur du segment [AB], noté ||4B||.
Deux vecteurs sont égaux s’ils ont :

o La méme direction.
o Le méme sens.
o La méme norme (module).

1.2. Relation de Chasles

Rl
<l

U+
La relation de Chasles est un cas particulier d'addition de vecteurs, elle ne peut s'appliquer que
lorsque I'extrémité du premier vecteur correspond au méme point que l'origine du deuxieme
vecteur, dans ce cas le vecteur somme possede la méme origine que le premier vecteur et a la
méme extrémité que le second vecteur.

Exemples:
AB +BC = AC
AM + MB = AB

CG+GN =CN

1.3. Régle du parallélogramme

1.4. Vecteurs colinéaires
Deux vecteurs sont colinéaires s’ils ont la méme direction.

Uetvcolinfdairesu=kv’ ; k€ER
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1.5. Propriétés de la multiplication

(k+KkDu=ku+k'u

k(k'u) = (kk")u

k(u+v) =ku+kv

Il. REPERAGE DANS LE PLAN

% Rappel : Unrepére (0,7,7) est dit orthonormé si :

= ldl=17l=1

= et I’axe des ordonnées est perpendiculaire a I’axe des abscisses.

Remarque : Les calculs des longueurs ne se font que dans un repére orthonormé.

Soient deux vecteurs (}) et ¥ (gf) dans un plan orthonormé (0,7,7)

= _ = a=a,
Ona u=v & {b=b’
Exemple :
y
“ (3-3) = ()
=
o o M-1) T R
sl  d@=3i+2f
: i L(7—4 . /3
7 I | 5 ”(4—2)=> v(z)
o  B=3042f
7 | 1 : :
e
i 2 3 4 5 6 7 X

+«» Conséquence:
Dans un repére orthonormé, les deux points A(xa,ys) et B(xs,ys) forment un vecteur
AB (xB_xA)

YB—YaA

Le module de AB est obtenu par le théoreme de Pythagore :

”E” = \/(xB —x2)% + (yp — ¥a)?

% Propriétés :

Soient deux vecteurs : (%) , ¥ (gf) etk E€R:
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= | = (a+d
= (ka
ki (i
% Corollaire :
— - ! N - ) )
Deux vecteurs u({) et (g,) sont colinéaires ssi : ab’=a’b.

I11. REPERAGE DANS L’ESPACE

Le vecteur OM défini par : OM = xi + yJ + zk est représenté dans ’espace comme suit :

Ou : x : abscisse ; y : ordonnée ; z:cOte
IV. PRODUIT SCALAIRE
1V.1. Définition

Soit 1 et v deux vecteurs du plan. On appelle produit scalaire de i par v, noté i . v, le
nombre réel défini par :

.9 = [dl.|[D].cos@B) (= 7)=6

v

a —

> U

u.v selit « U scalaire v ».

Remarque : Le produit scalaire de deux vecteurs est un nombre réel. Ecrire par exemple
#.% = 0 est une maladresse 2 éviter !

IV.2. Expression analytique

En posant uy, Uy, U; et vy, Vy, V; les composantes respectives de i et ¥ dans la base

orthonormée (0,7,7,k), le produit scalaire de ces deux vecteurs est le scalaire défini par la
relation :

UV = (Ul +uyj + U, k) (v, T+ vyJ + v,k)

<

UV = UV, + U,V + UV,

3
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1V.3. Propriétés

Pour tous vecteurs i, ¥ et w et pour tout réel a :

— > > —
e UTV=1.1U

e (au).v =1u.(av) = a(i.V)

e U(W+wW)=uv+v.w

o w¥==(ld+sl—lIEl? - 15112

2

IV.4. Orthogonalité, colinéarité et angle

e Orthogonalité : 04 et OB sont orthogonaux ssi: 0A.0B =0  (0OA L OB)

e Colinéarité : 04 et OB sont colinéaires ssi : [04.0B| = 0A.0OB
04 .0B

o Angle géométrique : cos(40B) =

OA.OB

V. PRODUIT VECTORIEL
V.1. Définition

Le produit vectoriel de deux vecteurs Uet V est un vecteur W noté : U A V

e de direction telle que : WLU et WLV (VT/ est perpendiculaire au plan contenant les
vecteurs U et V.

o ((7, v, W) est une base directe.
e de module :

[T AV]| = [[U].[V].sin0,V)
V.2. Expression analytique

En posant Uy, Uy, U; et Vx, Vy, V; les composantes respectives de UetV dans la base

orthonormée (0,77, k), le produit vectoriel de ces deux vecteurs est le vecteur défini par la
relation :
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i E
W=UaV=[U, U, U,|=(UV,-UV,)i+(U,V,-UV,)j+UV,-UV,)k
—_— —_—————— — e ———
\fx Vy Vz Wx w}' wz

V.3. Propriétés
Pour tous vecteurs U, V et W :
« Noncommutativité : UAV=-VaU;

¢ Distributivité par rapport a I'addition (ﬁ +‘:’] AW=Un ﬁ+ﬁnﬁ;
e Linéarité : [aﬁ]n(ﬁ ff]={uﬁ}-[ﬁn ‘:’] (o et B étant des scalaires).

Remarque :
Si Uet V sont colingaires (U // V):U A V =0 (sin(U,V) = 0).

V.4. Application du produit vectoriel

V.4.1. Surface d’un triangle et d’un parallélogramme

La surface (I’aire) du triangle ABC se calcule comme suit :
S=<acsind =< absinB == bcsin €
2 2 2
1, — — s 1, —
Aire (ABC) =5 |AB]|. ||[AC||-sin(4B, AC) = 2 |AB A AC||

Aire (ABCD) = |AB A AC||



CHAPITRE | : CALCUL VECTORIEL

V.4.2. Volume d’un parallélépipéde

|l

______ 1

Le volume du parallélépipéde est le produit mixte des 3 vecteurs 1,7 et W :

<

Volume = U. (W Aw)
Volume = v. (U A W)

Volume = w. (U A V)



