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Série d’exercices 02

Exercice 01 :
On considere dans 'éspace véctoriel R? les vecteurs : t; = (1,2), to = (—1,0).

e Montrer que la famille des vecteurs {t1,t2} forme une base de R2.

On considére dans I’éspace véctoriel R? les vecteurs : v; = (0,1,1), vo = (1,0, 1),
v3 = (1,1,0).

e Montrer que la famille des vecteurs {vq, v, v3} forme une base de R3.

On considére dans P'éspace véctoriel R3 les vecteurs : u; = (1,1,1), ug =
(_17 170)’ Uz = (170a_1)'

e Montrer que la famille des vecteurs {u1,uz,uz} forme une base de R3.

Exercice 02 :
Dans L’espace vectoriel R, on considére le sous espace vectoriel

F= {($17x27x3) €R? / 2x1 — 29+ 3x3 = 0}
e Déterminer une base de F' puis donner sa dimension.

Exercice 03 :
Dans L’espace vectoriel R* on considére le sous espace vectoriel

F = {(.%'1,.’11‘2,.%‘3,21?4) S R4/$1 + o+ a3+ 24 = 0}
e Déterminer une base de F' puis donner sa dimension .

Exercice 04 :
Les applications suivantes sont elles linéaires?
f: R3 — R g: R? — R3
fl,y,2) = z4+y+z’ g(z,y) = (yz,2-2y)
Exercice 05 :
Soit 'application f : R® — R3? définie par f(z,y,2) = (y + 2,2 + y + 2, 2).

1. Montrer que f est une application linéaire.

2. Déterminer ker f (le noyau) et Im f.



Exercice 06 :
Soit application f : R® — R? définie par f(x,y,2) = (=22 +y+z2,2—2y+2).

1. Montrer que f est une application linéaire.
2. Déterminer ker f et Im f.

3. Donner une base de ker f et Im f.



Solution de la série

Solution d’exercice 01 :
e Soient dans I'espace vectoriel R?, les vecteurs t; = (1,2),ty = (—1,0),

On montre que {t;,t2} est une base de R? (c’est & dire t,to sont libres
et aussi R? = vect(t1,t2)), mais comme dimR? = 2 =nombre des vecteurs,i.e,
R? = vect(t1,ts),alors il suffit de montrer seulement que les vecteurs t1,ty sont
libres .

Soient A1, Ao € R, on a :

A1t + Aoty = Op2

M (1,2) + Aa(=1,0) = (0,0)
s (/\1,2/\1) + (—/\2,0) = (0,0)
< (Al — )\2,2)\1 + O) = (0,0)

A=A =0 ..(1)
{ 201 4+0 =0 ...(2)
De (2) on a

2A1=0= X1 =0

Puis en remplagant cette valeure dans (1), on obtient

)\2:0

Ceci signifie que les vecteurs ¢y, ty sont libres alors {t1,t2} est une base de
R2.

e Soient dans I'espace vectoriel R?, les vecteurs v; = (0,1,1),v2 = (1,0,1),v3 =
(1, 1, O)

On montre que {vy,ve,v3} est une base de R*(c’est a dire vy, vq,v3 sont
libres et aussi R® = vect(vy,vq,v3)), mais comme dimR? = 3, alors il suffit de
montrer seulement que les vecteurs v, v9, vg sont libres .

Soient A1, A2, A3 € R, on a:

)\1’01 + )\2’02 + )\1'03 = ORS.

— )\1(07 17 1) + )‘2(1707 1) + (17 170) = (07070)
— (07A17)‘1) + (>\2a0a)\2) + ()‘37 )‘370) = (0’050)
<= (A2 + A3, A1+ A3, A1 + A2) = (0,0,0)

A+A3 =0 (1)
A+A3 =0 (
M+ =0 (3)



De (1) on a Ay = —A3 et de (2) on a A\; = —\3 puis en remplagant ces deux

valeures dans (3), on obtient —2A3 = 0 d’on

)\3 =0
et donc
)\1 =0et )\2 =0.
Ceci signifie que les vecteurs vy, vo,v3 sont libres alors {vy,ve,v3} est une
base de R3.
e Soient dans I'espace vectoriel R?, les vecteurs u; = (1,1,1),us = (—1,1,0),u3 =
(17 07 _1)3

On montre que {uy,us,u3} est une base de R3(c’est & dire wuy,us,us sont
libres et aussi R® = vect(uy, us,us3)), mais comme dimR? = 3,alors il suffit de

montrer seulement que les vecteurs uq, ug, ug sont libres .
Soient A1, A2, A3 € R, on a :

/\1u1 + AQ’UJQ + Al’UJ3 = ORz.

<~ )\1(17 17 1) + )‘2(_]—7 170) + (1707 _1) = (07070)
— ()\17>\17)\1) + <_)\2a )‘270) + ()‘377()’ _>\3) = (0,0,0)
= (A1 = A2+ A3, A1 + A2, A1 — A3) = (0,0,0)

AM—X+A3 =0 (1)
AL+ Ao =0 (2)
AL — A3 =0 ..(3)
De (2) on a A2 = —Ay et de (3) on a A3 = A1 puis en remplacant ces deux

valeures dans (1), on obtient Ay — (—A1) + A1 = 0 d’oit 3A\; = 0 et donc
)\1:0,)\21061] )\3:0
Ceci signifie que les vecteurs vy, v, v3 sont libres alors {vy,ve,v3} est une

base de R3.



Solution d’exercice 02 :

Dans Iespace vectoriel R3, on concidére le sous espace vectoriel suivant :
F = {($1,$2,l‘3) S R3/2.’131 — To + 33 = O}

(C’est & dire ’ensemble F' contient tous les vecteurs quis verifie la relation
2‘%1 — T2 + 3$3 = 0)

On veut determiner une base de F :

F = {(371,.%'2,.’133) e R? / 201 — x9 + 323 = 0}

= {($1,$2,$3) € R? / To = 211 + 31‘3}
{(z1,221 + 3x3,23) / ©1,23 € R}
{($1,2$1, ) (0 32173,:23) / T1,T3 € R}
{ (]. 2 0)+ZL’3(0,3,1)/1’1,£L’3€R}

F = wvect((1,2,0),(0,3,1)).

Maintenant on verra si les vecteurs v = (1,2,0) et v = (0,3, 1) sont libres

Soient A1, Ao € R, on a :
)\1(172,0) + X2(0,3,1) = (0,0,0)

<= (A1,2X1,0) + (0,3X2, A2) = (0,0,0).
(/\1 + 0,2\ +3)\2,0+)\2) = (0 0,0)
AM+0 =0 ..(1)
201+ 33X = (2)
O+ =0 ..(3)
De (1) et (2) on a :
A =0,2=0

donc les vecteurs v; et vg sont libres alors {(1,2,0), (0,3,1)} forme une base
de F.

e dim F =2 (c’est le nombre des vecteurs dans la base obtenue).

Solution d’exercice 03 :

Dans I’space vectoriel R%, on concidére le sous espace vectoriel suivant :
F = {(%1,332,%‘3,.%‘4) S R4/.7}1 + Ty + a3+ 24 = 0}

(C’est & dire ’ensemble F' contient tous les vecteurs quis verifie la relation
T1+ X2+ 23+ 24 ZO)

On veut determiner une base de F :

F = {(x1,72,23,24) € R* tel que m1 + x2 + 73 + 14 = 0}

F = {(.731,.132,333 .134) € R* / r1 = —To — T3 — $4}

F = {( To — T3 — l‘4,$2,1‘3,$4) / X2,T3,Tq € R}

F = {(—x2,22,0,0) + (—23,0,23,0) + (—24,0,0,24) / x2, 23,24 € R}

F ={22(-1,1,0,0) + 23(—1,0,1,0) + 24(—1,0,0,1) / 23,23, 24 € R}

F = wvect((-1,1,0,0),(-1,0,1,0),(-1,0,0,1)).



Maintenant on verra si les vecteurs u; = (—1,1,0,0),us = (—1,0,1,0),u3 =
(—1,0,0,1) sont libres :
Soient A1, Ao, A3 ER, on a :

< (—)\1 — A2 — A3, A1+ A3, A + )\2) = (0,0,0,0)
—A1—X—A3 =0 (1)

M=0 =0 .(2)

=0 =0 .(3)

A3 =0 =0 ..(4)

De (2), (3) et (4) on a
AL =y = A3 = 0.

Ceci signifie que les vecteurs uy, us et uz sont libres alors {(—1,1,0,0),(—1,0,1,0),(—1,0,0,1)}
est une base de F.

o dim F = 3.



