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1. Opérations sur les vecteurs

Dans tout ce qui suit, on s’intéressera a ’ensemble E des vecteurs I_:’ de I'espace usuel. E est
un espace Euclidien a trois dimensions.

2. Définition

Un vecteur est un segment de droite O4 sur lequel on a choisi une origine O et une extrémité
A il est défini par :

- son origine : A /

- sadirection : /

- somsens:

- son module.

Par convention on adopte la notation suivante : vecteur : I_:’ ou 671

3. Classification des vecteurs

Il existe plusieurs types de vecteurs :

- Vecteur libre : la direction. le sens et le module sont donnés mais la droite support et le
point d’application (origine du vecteur) ne sont pas connues ;

- Vecteur glissant : le point d’application (origine du vecteur) n’est pas fixé ;

- Vecteur lié : tous les éléments du vecteur sont déterminés :

- Vecteur unitaire : ¢’est un vecteur dont le module est égal a 1.

4. Composantes d'un vecteur

- = =
* g 5 3 . -
Considérons une base de I'espace R° notée : R, =(0.e,.e,.¢,). Cette base est orthonormée

) - - [1 sii=j
si: e, =
i SRR -
0 st 17 é,
La base R, est dite directe si un observateur se placant a
5
. .\ - = e,
Iextrémité du vecteur e; verra le vecteur e, tourner vers le . -
[z

5
vecteur ¢, dans le sens contraire des aiguilles d une montre.

5
— 3 3 r . .
Dans cette base un vecteur ¥ de composantes (x,y.z) € R s’écrirait :

N
. - - 1
Les quantités réelles x, y, z sont appelées composantes du vecteur ¥ dans la base R”.
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-

X

La notation adoptée est la suivante : V= J v
R

5. Loi de composition interne : Somine vectorielle

—

— -
La somme de deux vecteurs V} et F, estunvectew 7 tel que:

!
1

. 3 = - ¢ 3
v €R° mnousavons W =F+V, eR’

—
(]

— — — —

-
Soit (a,.a,.a;) les composantes du vecteur ¥, d'ou: V¥, =a,¢,+a,e,+a, e, et

— — —+ — —
(b,.b,.b,) les composantes du vecteur V, d’ou: ¥, =b e, + b, e,+ b, e,

Le vecteur somine est défini par la relation :

—* — — — — —+
W=V+V,=(a +b)e+(a,+Db)e,+(a, +b;)e;

L’élément neutre ou vecteur nul, est noté : 0 =(0.0,0)

tn

.1 Propriétés de la somme vectorielle

L
L

—

—
la somme vectorielle est commutative : ¥+ ¥, +

1
(%)

—

. Lo I.f' -+ - = -
la somme vectorielle est associative : | Vj+V, |+, = V1—| V,+V,
/ \

A

—

-
I’élément neutre est définipar: F+ 0=V

—» —» A R
A tout vecteur ¥ correspond un vecteur opposé noté —F telque: V+| -V |=0

5.2 Muldiplication par un scalaire

.
Si A estun nombre réel et ¥ un vecteur, leur produit est un vecteur.

2 —+ — :
YAER . YV eR ====—===> W=AVeR

M

—

_)
Le vecteur W est colinéaire au vecteur 7 .

— — —

— - —
St le vectewr ¥ a pour composantes (a, b, ¢)tel que: ¥V =a, e+ a, e, +a, e; : le vecteur W

. ) — — — i —+
s’ecrirait : W = Jda, e, + Aa, e, + Aa, e,
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La multiplication d’un vecteur par un scalaire vérifie les propriétés suivantes :

— —+ —+
a) Distribution par rapport a 'addition des scalaires . (A4, +A,)V =4 V+A,V ;

— i —+ —*
b) Distribution par rapport a la somme vectorielle : AV, +V,) = AV, + AV, ;
i . R —*
¢) Associativité pour la multiplication par un scalaive : A,(A,V)=A 4,V
6. Combinaison linéaire des vecteurs
. e = — . . o )
Soit les »n wvectewrs : V.7, V.o | v, del'espace R™ et A.A;,. A ........A_ des
) - - - = - .
nombres réels. Les vecteurs A V. A, V. A Ve, VA, 7, sont aussi des
3 . = = - .
vecteurs de I'espace R° ainsi que leur somme W défini par :
— — — — — n -
W=/ V+ A Vot A Vit oo +4,V, =2 47,
T

—» i A . .. - = = -
Le vecteur 7 est appelé combinaison linéaire des vecteurs : V.V, .V, ........... v,
6.1. Dépendance et indépendance linéaire entre les vecteurs
6.1.1. Définition

: - = —* —* — . 3 . .

On dit que les # vectewrs : 7.V, V; e | v, del’espace R sont linéairement

m — —
indépendant si et seulement si. ils vérifient la relation suivante : > 4, 7, = 0 entraine que
-

tous les 4, sont nuls.

1

S
Il
o
N,
I
o

n m

n - —+ -+ = — R
S AV, = A Vi+ Vo + A Vit + A, V, =0 & A =0

Siles 4, ne sont pas tous nuls on dit que les vecteurs sont linéairement dépendant entre eux.

6.1.2. Propriétés sur I'indépendance des vecteurs

a) Un vecteur ; est a lui seul un vecteur linéairement indépendant :

b) Dans un systéme de vecteurs linéairement indépendants, aucun d’entre eux ne peut étre un
vecteur nul ;

c) Dans un ensemble de vecteurs indépendants, tout sous ensemble prélevé sur ces vecteurs

forme un systéme de vecteurs indépendants.
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6.1.3. Propriétés sur la dépendance des vecteurs

Si n vecteurs sont dépendants entre eux alors, au moins I'un d’entre eux est une combinaison

—

—_ —+ — — R
linéaire des autres. Soit les » vecteurs : V.V, V..o V...V, de'espace R” et
Ay Ay Ay A, des nombres réels, si ces vecteurs sont linéairement dépendants la relation :
i — -

AL

- =
LAV+ AL, L+ AV + et A, ¥V, =0 qui donne par exemple :
— { —» - =+
ALV = —| AVt A Vot e+ A, F, |
\ A
— 1 i-’ = — =
Vi=——| L,V + A, Vit +AV, |
A\ J
. —* A . - = —+
On dit alors que ¥, dépend linéairement des vecteurs : V.V ...ccocooenee, 4

Remarque :

- =

- -

a) S1 V.F,.V,... ..V, sont linéairement indépendant, alors les vecteurs

- = = - = = . ] - =
V1V F e, V. .V 1.V, ... lesontaussiquel que soit les vectewrs ¥, .V, ;...

Dans un ensemble de vecteurs linéairement indépendants, chaque vecteur est une

combinaison unique des autres vecteurs.
. i " —+ -+ " - .
b) Seit W => ¥, e U=> BV, deuxvecteursindépendants:
i i

L égalité entre les deux vecteurs indépendants est équivalente a » égalités entre les nombres

= =

réels: S1 W=V & « =p,
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7. Produit scalaire de deux vecteurs

— —

On appelle produit scalaire de deux vecteurs ¥, et F, une loi de composition externe qui

—+ =
associe aux deux vecteurs, un scalaire (nombre réel) noté : V.7, tel que:

- = . - =
v 1- Y2 ER = 1* Vs € R
—-+ —+ —* -+ = i . . A .
VeV, =V | [V |cos(7,.7;) :  lerésultat d’un produit scalaire est un scalaire.

Le produit scalaire est nul, si :

= Les deux vecteurs sont orthogonaux :
»  L’un des vecteurs est nul.

7.1 Propriétés du produit scalaire

fo= =

—* —
a) linéarité : | Vi<V, |+W =V W+V,« W

- = -+ - - = - —
b) symétrie par rapport aux vecteurs: VW =W.V donc: V.V >0 si F#0

—+ —
Le produit scalaire est une forme linéaire symétrique associée aux vecteurs ¥ et W .

7.2 Expression analytique du produit scalaire
- = =

Considérons une base b de ’espace R notée : b = (g,.¢,.e;). Cette base est orthonormeée si :

(1 sii=]

- =
“35‘9' =

"o osioi=j

L

Labase b est dite directe si un observateur se placant a ’extrémité
— —

-
du vecteur e; verra le vecteur e, tourner vers le vecteur e,
dans le sens contraire des aiguilles d’une montre. -
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—+ —+
Soient deux vecteurs ¥, et V. Leurs expressions dans cette base sont :

- — - -
Vi=a,e+a,e,+4a,é,

— —* —* —
V,=be+b,e,+b,e,

Le produit scalaire des deux vecteurs est donné par :
- = f — — —=
VsV, =| a e +a,e,+a; e,

. A

Y

—+ —
b e+b,e,+bye, | =ab +a,b, +a,b,

s 5, p

| \
] )
.
] ]
| |
, J

7.3. Norme ou module d’un vecteur

—

5
On appelle norme ou module d’un vecteur ¥ , noté : |[©

la racine carrée positive du produit

[—

|

II—) —+ |
=‘\IV°V

7
)
-+

— — —

— —
V[ = V5| £ W+ 75| < |7 ||+ 7| appelé inégalité triangulaire.

—_

vV

[

scalaire du vecteur par lui-méme.

5
Nous avons en particuliers : |4V

—

7.4. Vecteurs orthogonaux

Deux vecteurs sont dits orthogonaux si et seulement si leur produit scalaire est nul :

- -+ -+ =

R
Si V1w < V.wW =0
Si trois vecteurs non nuls sont orthogonaux deux a deux, ils sont alors linéairement

indépendant et ils constituent une base orthogonale dans R’ .

7.5. Base orthonormeée

Une base est dite orthonormée si les vecteurs qui la constituent sont perpendiculaires deux a

- = -
deux et si leurs normes sont égalesa 1. S1 b = (¢,.¢,, ;) est orthonormée nous avons alors :

- = - =

—-+ =
g+e, =0 . gee; =0 . eyee; =0
-+ = —> - = —* - = —:
ere,=e; =1 |, epe,=e;=1 | egee;=¢; =1
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8. Produit vectoriel de deux vecteurs

— — B —
Le produit vectoriel de deux vecteurs 7; et F, del’espace R° estun vecteur 7

. . — — . — — — — — = = =
perpendiculaire a ¥, et ¥, ,défnipar: W=V, AV, =|[5|| ||F5|sin ¥,.7, ‘ n
).
ou # :estun vecteur unitaire perpendiculaire a 7, et 7,
=
Le produit vectoriel est nul si : w
5
- Les deux vecteurs sont colinéaires : g
—* \
- L’un des vecteurs, est nul. n
- - _}
8.1. Propriétés du produit vectoriel ¥

— -
a) Le module du produit vectoriel est égal & I'aire du parallélogranune formé par 7 et 7, .

b) Le produit vectoriel est distributif a gauche et a droite pour la somme vectorielle :

— -+

— —+ = —* —*
VAV ) W=V, A WV, W

- -

— — - - -+
WAV, +V)=WAV, +WAY,

¢) Le produit vectoriel est associatif pour la multiplication par un nombre rée] :
i — o —
(AVYNTW=A(V A W)

— — —* —*
VAAWR)=A(VA W)

d) Le produit vectoriel est antisymétrique (anticommutatif)

— —

- -
V,AV,==V, A ¥,

Si on applique cette propriété au produit vectoriel d un méme vecteur, nous aurons :

—

= — — —
VAV=—AVArV)=0
On déduit a partir de cette propriété que : deux vecteurs non nuls sont colinéaires si et

seulement si leur produit vectoriel est nul.

1

o= — - =
St M /I'V, alors ¥V, AV,=0

o= -+ ) — - = -
Eneffetsi V| / ¥V, onpeutécrire: V=AV, = V,AV,=AF, A FV,)=0
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8.2. Produit vectoriel des vecteurs unitaires d’une base orthonormée

- = -
Si b= (e.e,.e;)est orthonormée nous avons :

—+ —+ —+ —» — — —+ — —
Sens direct : e ne, =é, . e,ne; =e . g ne =g,

— —+ —+ —+ —* —+ — — —*
Sens opposé : e, N e = —e; . eyhe, =—g . e ne =—e,

8.3. Expression analytique du produit vectoriel dans une base orthonorme direct

- -
Le produit vectoriel de deux vecteurs 7] et 7/, de composantes respectives dans une base

]"X . ]r'X 5
—* —*
orthonormee direct R: V= 11 et V,= {1,
| I
R4 rlZ:

X, ‘X (Y.z,-Z]Y,
VinVy=¢1 n Ll = {Z1X2 -XZ,
1._21 1_22 ’ lez _}TX:

8.4. Produit mixte

- =
On appelle produit mixte de trois vecteurs V,.¥,.7, pris dans cet ordre, le nombre réel défini

-+ (=
]
1

par: V.

=]

-
f\Vi:

Le produit mixte est donc un scalaire égal au volume

du parallélépipéde formé par les trois vecteurs.

Le produit mixte est nul, si :

1

el
o~

- les trois vecteurs sont dans le méme plan ;

- deux des vecteurs sont colinéaires :

‘l'.

e

- T'un des vecteurs, est nul.

On montre facilement que. dans une base orthonormée directe, le produit mixte est un variant
scalaire par permutation circulaire direct des trois vecteurs car le produit scalaire est

commutatif’

F—" - -+ = —
VAV, | = Voo | VAT, |
h J b /

:Vj.




Université Sétif -1- 2020/2021
INSTITUT D’ARCHITECTURE & DES SCIENCES DE LA TERRE

COURS RDM1 Rappels mathématiques

Remarque :
Une notation simplifiée, dans laquelle les opérateurs n’apparaissent pas, est adoptée dans ce

cas pour faciliter I’écriture des équations vectorielles :

= (= =0 . f= = =
Vi« o/ V, | estéquivalent a | V.7, 7,
= = =% (= = =% (=3 5 ="
nous avons alors : | VLWLV, | = VLU LT, ‘=: v, V.V, ‘
) .
8.5. Double produit vectoriel
-+ =+ = -

Le double produit vectoriel de trois vecteurs respectifs 7. V,.¥7, estunvecteuwr 7 exprimé

i — [ Y =
par larelation: W =V, A | VA,
S 4

— -
. Le vecteur W est perpendiculaire au vecteur V] etau

—+ —+
vecteur formé par le produit : ¥, A ¥, .1l est donc dans le plan formé par les vecteurs

— — — — —*
V, et V,. Levecteur W peuts’écrire: W =aV,+bV,

Nous pouvons présenter cette relation autrement par identification des scalaires a et b, on

obtient :

- = - = = - = =

_}
VnVun Wy =V V)V, — (Ve 7)F;
11 faut faire attention a I’ordre des vecteurs car le produit vectoriel n’est pas commutatif.

Pour retenir cette formule, il est plus simple de I’écrire sous la forme :

- = = =

- -
AnBrnC=B(4.C) — C(A4.-B)
9. Projection des vecteurs

9.1. Projection orthogonale d*un vecteur sur un axe

- -
Soit ¥ un vecteur quelconque. et (A ) un axe de ’espace défini par son vectewr unitaire y .

— -
La projection orthogonale du vecteur 7 est la composante ¥, de ce vecteur du cet axe.

- - o o

V, =(Veu)u
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9.2. Projection orthogonale d’un vecteur sur un plan
- _} - O . _>
Soit ¥ un vecteur quelconque, et (7)) un plan de I’espace défini par la normale n.La

—+ —*
projection orthogonale du vecteur ¥ est la composante ¥, dans le plan.

-
Le vectewr ¥ a deux composantes I’une dans le plan et ’autre perpendiculaire au plan. On a

— — e e

— -
ainsi: V_=V -V, =V —(V.n)n

- = = - = =

Qui s’écrit aussi sous la forme : V_ =(men)¥V — (Ven)n

On retrouve la relation du double produit vectoriel

—_

entre les vectewrs V' et n @ V_=nn (Vf\ H)

1

10. Division vectorielle

- =

Si XAV =W ,onditque X estlerésultat de la division vectorielle de W par ¥

.
i) ¥ ne doit pas &tre un vecteur nul ;

-

5
ii) W et ¥ doivent étre orthogonaux

— —+ —+ —
S’1] existe une solution particuliére X, . alors elle estla forme X, =a VAW

—* — —+
En remplacant cette valeur dans 1’expression XA ¥V =W on obtient :

—- - —+ —) -+ = = - = =
a(VAW)YAV = o VTV ) —aV (V) =T
— — - = .
Comme ¥ LW alors ¥« =0 :on obtient :

- 2 — 1

aW(V-V)=W = a=

— —+ — —+ — —
Nous avons aussi : XAV =X AV = (X-X,)AF =0 cette expression montre que le

— - -
vecteur (X— XB ) est paralléle avrv, dans ce cas nous pouvons écrire que :

—3

— —* —+ —* —
X-X,)=AFV avec AcIR ou X =X,+.V
[4] 4]

—> —+
v VAT
finalement - X= + AV

10
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11. Reégle des sinus dans un triangle

Soit un triangle quelconque 4BC nous pouvons établir une relation entre les trois cotés et les

trois angles du triangle.

Dans les triangles 4BD et CBD , nous avons : :C

. DE )
smao =—— et sinffi=——
AB

d’ot1: ABsine = BCsin B

On dédut : ‘?C _ 4B

singg  sin g

De méme pour les triangles AEC et BEC |, nous avons :

. EC , EC .- : . .
sing = C et sin(7-4)= ZC d’oll ACsine = BCsin(r —6) = BCsind

On déduit : BC _ A

sine  sind

On déduit finalement une relation appelée régle des sinus dans un triangle:

BC AB  AC
sin & smﬂ sinf

12. Opérateurs et vecteurs

- = =
12.1 Opérateur gradient dans un repére orthonormé R(O, i, j. k)
oo . . . o_07 07 7 e
On deéfini I’opérateur vectorielle noté : V=— H_E j+—Fk comme étant la dériveée dans
cx z

I’espace suivant les trois directions des vecteurs unitaires.

Le gradient d’un scalaire U/ est défini comme étant la dérivée vectorielle suivant les trois

— = =

directions respectives 7. j,k par rapport aux variables : x, v, z.

————— - J— — —
crmd'[f{\ v, _)——iL v j+a—;{ ou gradlU=VU
ox cv &z
Exemple :
ou 7l o
U=3xy—2zx+ 53z — =3y—2z . L =3x+5z | GA— =—-2x+5y¥
ox v &z

omdL (x,v.2)=(3y—-22) ?— (3x+ 5:)}+ (—2.\'—5}')5

Le gradient d'un scalaire est un vecteur.

11
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- = =
12.2 Opérateur divergence dans un repére orthonormé R(O.:, ;. k)

— — — —
La divergence d'un vecteur V' =V, i+V, j+V.k est définie comme étant le produit scalaire

) —= a — a — a — -+ =
de Popérateur : V= ™ :—— j-l——f( par le vecteur V noté : div I/ V.V

S\ e, o, ev.
L e

div(V v sV k=
#)= TN TR e T e

La divergence d’un vecteur est un scalaire.
. . TP
12.3 Opérateur rotationnel dans un repére orthonormé R(O.i.j.k)

— — — —
Le rotationnel d'un vecteur V' =V, i+V, j+ V. k est définie comme étant le produit

. ) — — — d = —
vectoriel de 'opératewr: V=—i+— j+—Fk parle vecteur ¥V .
dx oy fz
—— = — - "’6—) a-= o=\
rotV = V’nV rot(V)=| —i+—j+—Fk A V I+Vj Vfr
\dx v dr
Le rotationnel d’un vecteur est aussi un vecteur.
” K 7 r.f';le 6]7_,’.
o | | &
.. — 3 5 lev.  or
Sous la forme matricielle nous aurons :rof (V) ={ — AV, = { —-——
oy ’ z Cx
B av, ov
0z v | éx O

Remarque :

—

N
Si f estun champ scalaire et 4 et B deux vecteurs quelconques, les relations suivantes

sont vérifides :

- d(fA) = fdv A + Agradf :
—_ - 82 63 62
- Jor(.rofA)—crmd(dn A) A4 ., avec A=s——S+_—S+_—
oxt oyt @z
. roH(fA) = ;;_EEM 4) + frot(d)
- rot(gradf) =0

- div(rot(4)=0
- = =2 5 = o

— —_
- div( An B) = Bsrot(A4)— A-rot(B)

12



