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Chapitre 1

Espace vectoriel

1.1 Deéfinition et vocabulaire :

— Soit K un corps commutatif (K =R ou C)

— Soit E un ensemble dont les éléments sont appelés : des vecteurs.

Définition 1 Un espace vectoriel est un ensemble sur lequel sont définies :
— Une addition interne (on peut ajouter entre euzx deux éléments de [’ensemble et cela
donne un élément de l’ensemble : ue Flve F—=u+veFE
— Une multiplication externe (on peut multiplier un élément de l’ensemble par un

nombre réel et cela donne un élément de l'ensemble : A\u € E, X € R)

Définition 2 On dit que E un espace vectoriel (e.v) sur R si E muni d’une addition

(4) et d’une multiplication externe (X ) vérifiant les propriétés suivantes :
1. VYuvyweE, u+ (v+w)=(u+v)+w.
2.dee B, Yve E,v+e=e+v=c.
3 YweE,NeE v+v=0v+v=e.
4. YVo,weFEv+w=w+w.

5. YA\ peR, Yoe E, MNuw) = (Ap)v.



6. Vve E, 1lv=v
7. Y\ peRNv e E,(A+ p)v = v+ uw.
8. YA ER, Vo,w € E, AN(v+ w) = v+ \w.
Exemple 1 L’ensemble R* = {(x,y) / © € R, y € R} est un ev pour les opérations :

@ (zy)+ (2,t) =(x+2z,y+1)
® Nz, y) = (Az, \y).

1.2 Sous espace vectoriel

E est un espace vectoriel, soit /' C E un s.e.v si :
1. 0Og e F (F #0).
2. Ve e FVYye F=xz+4+vyecF.

3. VAeR:Voee FF=— Mz e F.

— L’intersection de deux espaces vectoriel est un s.e.v.
Eev Fev=— ENF estuns.e.v.
— La réunion de deux espaces vectoriel n’est pas un s.e.v.

FE et I'des ev =— E U F est un s.e.v.

1.3 Dépendance et indépendance linéaire

1.3.1 Combinaison linéaire

Soient vy, vg, ..., v,, n vecteurs d’'un e.v E. On appelle "combinaison linéaire"de

V1, Vg, ..., Up, tout vecteur s’écrivant :

)\11}1 + )\21}2 + ...+ )\n?}n = Z /\ﬂ)i
i=1

ou : A1, Ag, ..., A, sont des réels.



Exemple 2 Considérons les 3 vecteurs suivants : v = (—=1,-2,3),v = (0,2,1),w =
(—1,0,4); Montrer que w est un combinaison linéaire des vecteurs u et v.

C-a-d : w = au + Po.

(—=1,0,4) = a(—1,-2,3) + 5(0,2,1)

(—1,0,4) = (—a, —2a, 3a) + (0,28, 3)

On a le systéme d’équations suivant :

-1= —« (1)
0= —2a+25 ..(2)
4= 3a+p .(3)

de (1) on a :| o =1 |en remplace dans (2) :

—2+28=0=| =1

Donc :| w=u+uv |

1.3.2 Familles liées, familles libres

Définition 3 Soit £ un e.v
On dit que la famille finie {vq,ve,...,v,} est libre (linéairement indépendant) si et
seulement si :

VA € R, 1= 1, e NG AU+ Agvg + ..+ A, =0 = \; =0

i=1

Exemple 3 £ = R3 u; = (1,0,1),us = (2,1,—1) la famille {uy,us} est libre, car :
VA1, A2 € R - Aug + Aug = 0p

= A(1,0,1) + Mo(2,1,—1) = (0,0,0)

<= (A,0, ) + (2X9, A2, —A2) = (0,0,0)



)\1+2)\2 - 0
= 0+ N\ = 0 = | XN=0|=| )\ =0 |donc ;=0

/\1 - /\2 = 0
= {uy,us} libre.

Exemple 4 £ = R? v; = (1,1),v = (2,1),v3 = (—1,0) la famille {vy,vs,v3} est liée,
car : V1, 2 € R : Ajug + Aaus = 0p
< M(1,1) + A2(2,1) + A3(—1,0) = (0,0)
= (A A1)+ (200, A) + (= Xs, 0) = (0,0)
AM+2X -3 = 0

A1+ Ao = 0
donc les vecteurs vy, v9, v3 sont liées.

= A\ =X | =] o= )3

1.3.3 Familles génératrices, bases

Définition 4 Soit E un e.v, G une famille d’éléments de E, on dit que G est une famille

génératrice de E (ou G engendre E) ssi : G = Vect G =E.

Définition 5 Soit E un espace vectoriel sur K, et sotent vy, vs,...,v, € K

L’ensemble de toutes les combinaisons linéaires des vecteurs vy, vs, ..., v,, on le note
Vect(vy,ve,...,0,) 0u < 1,0V, ..., 0, >; et on Uappelle " le sous espace engendré par les
vecteurs vy, va, ..., v, .

On a donc : Vect(vy,va, ..., v) = {1 + Aavs + ... + Avn /A1, .oy Ay € K}

Il est claire que Vect(vy, v, ...,v,) C E.

Remarque 1 v € Vect(vy,vg, ..., v,) <= IA, Ay ooy Ay € K 20 = ANog + Agvg + ... +

AUy <= v est une combinaison linéaire des vecteurs vy, vs, ..., Uy.

Définition 6 On dit qu’une famille B d’éléments d’un K e.v est une base de E ssi B

est libre et génératrice de F.



— Une base de E n’est pas toujours existe ni unique.

- Si E = Vect(vy,vs, ...,v,) alors E admet au moins une base {uy, us, ..., U, } avec

m < n; et toutes les bases de E ont le méme nombre de vecteurs m. Ce nombre

unique m; noté dim FE; est appelé : La dimension de E.

— Si vy, vg, ..., v, sont libres, alors par définition {vq,vs, ..., v,} est une base de E et

donc dim E = n.
— Notons que si £ = Vect(v); ouv # Og alors {v} est une basede E'donc dim F =1 .
— Pour I’'ev K"; appelé : la base canonique de K" ou: e; = (1,0, ...,0),e5 = (0,1, ...,0), ...

(0,0,

— Sidim E = n alors {vy, v, ..., v, } est une base de £ <= E = Vect(vy, va, ...

V1, Vg, ..., U, sont libres.

1),

L Up) <=

Exemple 5 Soient dans l’e.v.,R3les vecteurs vy = (0,1,1),v3 = (1,0,1),v3 = (1,1,0)

(i) Montrons que B = {v1,v9,v3} est une base de R® (i.e. R® = Vect(vy, vy, v3) et

v1, Vg, V3 sont libres).

Comme dim R® = 3, alors il suffit de montrer seulement que les vecteurs vy, va, Vs

sont libres.

Soient A1, A2, A3 € R. Alors on a :

)\11)1 + )\2"02 + )\31}3 = (O, O, 0) < )\1(0, 1, 1) + )\2<1, O, 1) + )\3(1, 1, 0) = (0, 0, O)

— <07 )\17 )‘1) + (/\2707 )\2) + <)\37 )\370) = <O7O70)
< ()\2 + )\3, )\1 + /\3, /\1 + )\2) = (0,0,0)

A+ = 0 ..(1)
M+ = 0 ...(3)
De (1) on a : A = —)\3 et de (2) on a A\ = —\3. Puis en remplagant ces valeurs dans

(3) on obtient —2A3 =0 d’ot A3 =0 et donc Aoa =0 et \y =0

Ceci signifie que les vecteurs vy, va, v3 sont libres; d’ot B = {vy,vq,v3} est une base

de R3.

aen_



Chapitre 2

Applications linéaires

2.1 Définition, propriétés et exemples

Rappelons qu'une application f : E — F d’un ensemble E vers un ensemble F

associe a tout élément z € F un élément et un seul y € F.
Définition 7 Soient E, F' deuz e.v sur K. Une application f : E — F est dite linéaire
St

1. Pour tous u,v € E, f(u+v) = f(u)+ f(v).

2. pour tout A € K et tout v € E, f(Av) = Af(v).

Proposition 1 Soient E et F deuxr K-e.v, f : E — F une application, [ est linéaire

st et seulement st :

VA puekK, Vuve E :

S+ po) = Mf(u) + pf(v).

Exemple 6 f:R?> — R3 (z,y,2) — (v +y+ 2,2 —y,x + 2) est linéaire, car :
1. Yu,v € B, flu+v)= f(u)+ f(v)
Soient u = (x,y,2),v = (2,9, 2') € R
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flutv)=f((z,y,2) + (@9, 7)) = fle+ 2"y + 9,2+ 7))
Onpose X =x+2'Y=y+y,Z=z2+7
= (XY, Z)=(X+Y +Z,X-Y,X +2)
=(@+2)+W+y)+E+2)@+2) = (y+y)(@+2)+ (2 + 7))
=(r4+y+z+2+y+25e—y+2—yix+z+a’+2)
=x4+y+ziz—yx+z2)+ @ +y +252 -y a2+ 2)
= flz,y,2) + f(2,y, )
= f(u)+ f(v)

2. VAER et Vo= (z,y,2) € R3, f(Mv) = Af(v)
fw) = f(Mz,y,2)) = f(Az, Ay, Az)
Onpose X =X x, Y = \y, Z = Az
= XY, Z)=(X+Y+Z,X-Y. X+ 2)
= Az +Ay+ Az, Az — Ay, \e + A2) = Mz +y+2), Mz —y), Nz + 2))
=MNex+y+z,o—y,x+2)=A(z,y,2) = \f(v).

Exemple 7 f: R — R ; 2 — 22 n’est pas linéaire, car :

1. Soient u = (z),v = (2') € R
flutv) = f((z) + () = f(z +2')
On pose X = x + 2
= f(X)=X?=(z+2)? = (2® + 2"* + 227/)
7 f(x) + f(z')
donc f n’est pas linéaire.

— On désigne L(FE, F), 'ensemble des applications linéaires de F vers F' (qui est un
e.v. sur K).

— Si E = F, alors on désigne L(E) au lieu L(E, E).

— Si f: E — F : est une application linéaire, alors on a f(0g) = O (la réciproque
est fausse).

— Si f(0g) # 0 alors f: E — F n’est pas une application linéaire.

8



2.2 Noyau, Image, le rang :

Définition 8 Soit f : E — F une application linéaire entre deux K-e.v

Le noyau (qu’on note Kerf)de f : E — F est la partie

Kerf={veFE/ f(v)=0r}

qui est un s.e.v. de E.

Définition 9 Soit f : E — F une application linéaire entre deux K-e.v

L’Image (qu’on note Imf)de f: E — F est la partie

Im f = {f(v) /veE}

qut est un s.e.v. de F'.

- Si f : E — F est lapplication linéaire nulle (i.e. f(v) = 0p,Yv € E), alors
Kerf=FetImf ={0p}.
— L’application identité de F i.e.,Idg est linéaire ou Ker{Ildg} = 0g et Im(Idg) = E.

Définition 10 Si f est linéaire ; le nombre dim(Imf) est appelé « le rang de f »; et

on le note rg(f)
ie [ rg(f) = dim(Imf) |

Théoréme 1 (Théoréme de rang)

Si f: E— F : est linéaire, alors :

dim £ = dim(K erf) 4+ dim(/mf)




Exemple 8 On va calculer Kerf et Imf et le rang de f pour 'exemple précédent :

Soit f:R3 —R3 (z,y,2) — (x+y+ 2,2 —y,x+ 2) est linéaire

1.

On détermine Kerf et Imf (i.e. on les écrit comme des sous-espaces engendrés

par des vecteurs).

Kerf ={(z,y,2) eR® / f(z,y,2) = (0,0,0)}

={(z,y,2) ER® /| (zx+y+2z,2—y,z+2)=(0,0,0)}
={(z,y,2) ER® Jx+y+z2=0etx—y=0etx+2=0}

(Autrement dit; on résoudra le systéme :

r+y+z = 0
T—y = 0
T+ z = 0

:{(xayaz)ERg/y:x et z = —x}
:{(x,x,—x) / ‘/L‘GR}
={z(1,1,-1)/ x € R}

Kerf =Vect((1,1,-1))

Ona:Imf={f(x,y,2)/(z,y,z) € R}
={(zr+y+zr—yzr+2) [/ x,y,2 € R}

= {(z,z,2) + (y,—y,0) + (2,0,2) / z,y, 2 € R}
={z(1,1,1) +y(1,-1,0) + 2(1,0,1) / z,y,z € R}

Imf =Vect((1,1,1),(1,—1,0),(1,0,1))

Le rang de f : rg(f) = dim(Imf)

On a Kerf = Vect((1,1,-1)) et (1,1,—1) est libre, donc {(1,1,—1)}est une base
de Kerf d’ou dim(Kerf) =1, Il est claire que : dimR3 = 3, Par suite, d’apres le
théoréme de rang, on a :

dim F = dim(K erf) + dim(Imf)

10



dim R? = dim(K erf) + dim(Im.f)

dim(Imf) = dimR3 — dim(K erf)

=3-1=2

dim(Imf) = rg(f) = 2

11




Chapitre 3

Matrices et Déterminants

3.1 Matrices

Définition 11 On appelle matrice A, ,(n,p € N) an lignes et p colonnes et a coefficients

dans R tout tableau rectangulaire a n lignes et p colonnes.

a1 12 e Q1m

921 929 oo A9m
AH,P = (ai,j)lgign =

1<j<p

Ap1  Gp2 Anm,

1 2 11
Exemple 9 A= 2 -1 2 1 est une matrice a 3 lignes (n = 3) et 4 colonnes

30 1 1

(p=4).
Remarque 2 sin = p, alors A, , est dite matrice carrée d’ordre n.

Définition 12 Soit A une matrice carrée d’ordre n.

12



1. On dit que A est triangulaire supérieure si et seulement si

i>j:am-:().

1 2 1
Exemple 10 A = 0 -5 1
0 0 2

2. On dit que A est triangulaire inférieure si et seulement si

i<j:>ai7j:O.

-3 0 0
Exemple 11 A= 2 2 0
1 5 3

3. On dit que A est diagonale si et seulement si

i;éj:>ai,j20.

-1 0 0
Exemple 12 A= | 0 -2 0
0 0 4

Définition 13 L’ensemble des matrices a n lignes et p colonnes et a coefficients dans R
est noté M, ) (R). Sin = p, alors M, ) (R) est l'ensemble des matrices carrées d’ordre

n et a coefficients dans R. il est également noté M, (R).

3.1.1 Transposée-Matrice symétrique et anti-symétrique

Soit A € M, (R), A = (a;;)

1<i<n
1<5<p

13



— On appelle matrice transposée de A, la matrice notée A” et définie par

AT = (b@j) Oabi’j = CLJ‘Z'

1<i<p
1<j<n
1 2
2 3
Exemple 13 A= 2 1 done AT =
2 1 -1
3 1

Remarque 3 Si A € M, (R), alors AT € M, (R).
— On dit que A est une matrice symétrique si et seulement si

A est carrée

AT = A
1 2 1 1 2 1
Exemple 14 A= | 2 3 -1 |, AT =] 2 3 —1 | = A. La matrice
1 -1 2 1 -1 2

A est donc symétrique.

— On dit que A est une matrice anti-symétrique si et seulement si

A est carrée

AT = —A

3.1.2 Opérations sur les matrices

1. Somme de matrices

Soient A, B € M, ;) (R) telles que A = (a;;) et B = (b;;) . La somme

1<i<n 1<i<p
1<i<p 1<j<n

de A et B est la matrice A + B € M, ) (R) telle que

A+ B = (a;; + biy)

1<i<n
1<j<p

14



1 2 3 -1 0 1

Exemple 15 A = , B= . Alors
1 =1 0 0 2 1
0 2 4
A+ B =
1 1 1

. Produit extérieur

Soit A = (aij),c;c, € Mmp)(R) et soit A € R. Le produit extérieur de la matrice
1<5<p

A et du scalaire A est la matrice AA € M, ) (R) définie par :

/\A = ()\aiyj)

1<i<n
1<j<p
4 9 2 1
1 3
1 3 1 9 5
Exemple 16 A = , alors —A = 1 %
~1 1 2 — =
2 1
0 1 0 -
2

. Produit de matrices

Soient A = (i), ;c, € M@up(R) et B = (i), ;.

1<j<p 1<k<q
colonnes de A doit étre égal au nombre de lignes de B).

€ Mg (R)(le nombre des

La matrice produit AB € M, 4)(R) (AB a le nombre de lignes de A et le nombre

de colonnes de B) est définie par

p
AB = (’yi,k)lgign ou ’Yi,k = Z aijbjk?
j=1

1<5<q

ce qui veut dire que 7;, provient de la multiplication de la ligne i de A par la

colonne j de B.

1 2
1 -1 2 0
Exemple 17 A= | 2 0 | € M (R), B = € Mg (R).
2 1 -2 4
3 1

15



Alors

5 1 0 8
AB=1 2 -2 2 0
5 —2 4 4

Remarque 4 AB # BA nécessairement. En effet, dans l’exemple précédent, on

ne peut méme pas calculer BA.

3.1.3 Matrices unité-Matrice inversible

— On appelle matrice unité (identité¢)d’ordre n la matrice carrée diagonale d’ordre n
notée
ai; =1
I, = (ai,j)1<m.<n, telle que
o Q5 = 0siz # ]
VAe M,(R) : A, =] A=A

— On dit qu’une matrice carrée A € M,,(R) est inversible si et seulement s’il existe

une matrice B € M,,(R) telle que
AB=BA=1,

Dans ce cas, B est dite "matrice inverse de A" et elle sera notée AL,

Remarque 5 - (I,)"'=1,, Yn > 0.
- (ATH7t = A
— (AB>—1 — B4 1

3.1.4 Rang d’une matrice

Soit la matrice

16



ViV Vo

a1 a12 N T L1

a921 929 - .. Gy L2
A=

n1 Qp2 - . . Qnp Ly

" rang de la matrice A " noté rg(A), le nombre maximal des vecteurs lignes

On appelle
ou de vecteurs colonnes qui sont linéairement indépendants, ce qui signifie I’étude de
I'indépendance linéaire de 'une des familles de vecteurs suivantes : {Vi, Vs, ..., V,} ou
{Ly, Lo, ..., L,,}.

De ce qui précede

rg(A) < min(n, p)
Exemple 18 Donner le rang de la matrice

1 2 -1 3
1 0 2 1

A:

On sait que rg(A) < 2. On considére les lignes L1 = (1,2,1,3) et Ly, = (1,0,2,1) de R?,
ainsi que les scalaires A\, \y € R. Alors,
ML1+ ALy = Opa
— M(1,2,1,3) + A\o(1,0,2,1) = (0,0,0,0)
[ M+ =0
201 =0
—A1+20 =0

\ 3A1+ A =0
:)\1:)\2:0.
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Ce qui veut dire que Ly et Lo sont linéairement indépendants et, par conséquent,

rg(A) = 2.

Exemple 19 Donner le rang de la matrice

1 0 2
B=12 1 4
1 1 2

On considére les vecteurs colonnes Vi = (1,2,1), Vo = (0,1,1) et V3 = (2,4,2) de R®ainsi
que les scalaires \1,\2,A3 € R. Alors,
AV + AV + A3V3 = Ogs.
— A(1,2,1) £ Aa(0,1,1) 4+ Ag(2,4, 2) = (0,0,0)
A1 +2M3=0
=4 2AM + X +4X3 =0

/\1+/\2+2)\3:0
— A\ = —2)\3,>\2 = 0.

Donc, les vecteurs Vi, Vy et Vi sont linéairement dépendants et rg(A) # 3. On éli-mine
un vecteur colonne (par exemple Vi) et on étudie 'indépendance linéaire des vecteurs
restants. Pour tout Aoy, \3 € R; on a :
Ao Vo + A3V = Ops.
= X2(0,1,1) + X\3(2,4,2) = (0,0,0)
203 =0
== 4§ A +4X\3=0

)\2"‘2)\3:0
:>)\2:)\3:0

D’ou, rg(A) = 2.

18



Proposition 2 Soit A € M,,(R) une matrice carrée d’ordre n. Alors,

A est inversible <= rg(A) =n

Exemple 20 Dans [’exemple précédent, on constate que A € M3(R) (n = 3) et que

rg(A) = 2. On conclue que A n’est pas inversible.

3.2 Déterminants

Définition 14 Soit la matrice A € M, (R). On appelle "déterminant de la matrice A "
noté |A| ou det(A), le nombre réel défini par :

— Pourn=1:A=(a) et alors |A| = a.

a c
— Pourn=2:A= et alors
b d
|A| = ad — ¢b
~ Pourn >3 : A= (a),.,., etalors
1<<p

4] = 30(-1) b |4
i=1
o A;j, est la matrice obtenue par l’élimination de la ligne i et de la ligne jo de la
matrice A et jo est fixé. Ceci veut dire que le déterminant de A est calculé selon la
colonne j.

Aussi,
n

Al = (=1 Ha; ;| A; ]

j=1
ot A;yj est la matrice obtenue par l'élimination de la ligne iy et de la ligne j de la

matrice A et ig est firé. Ceci veut dire que le déterminant de A est calculé selon la
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ligne 1.

Exemple 21 Calculer les déterminants des matrices suivantes :

0 —1 3
~1 -2
A= ,B=11 4 1
2 3
2 1 1

1. |Al=(-1x3)—(-2%x2)=-3+4=1.

2. Pour la matrice B, nous calculons | B| selon la premiére ligne (ic = 1). On obtient :

4 1 1 1 1 4
B = 40 —(~1) +3
1 1 2 1 2 1

=1((1x1)—(1x2)+3((1x1)—(4x2)
=(1x—-1)4+(3x—7)=-22.
Remarque 6 Afin de faciliter le calcul d’un déterminant, il vaut mieux choisir la ligne

ou la colonne qui contient le plus de zéros.

3.2.1 Calcul de l'inverse d’une matrice

Soit A € M,,(R) une matrice telle que |A| = 0. Alors, A est inversible et l'on a

1
~ det(A)

At (Com(A))T.

ou Com(A) est une matrice dite "Comatrice de A" ou "matrice des cofacteurs de A;

elle est donnée par :
Com(A) = (cof Aij)i<ij<n avec cof Ay = (—1)"7|A;].
Nous rappelons que A;; est la matrice obtenue par I’élimination de la ligne 7 et de la

colonne j de la matrice A.

Exemple 22 Donner [inverse de la matrice

0 0 2
A=121 3
3 21
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— On commence par calculer det(A) :

1 3 2 3 2 1
1A = 40 —0 +2
2 1 3 1 3 2

=2((2x2)—(1x3)=2.
|A| =2 #0 D’ou A est inversible et l’on sait que :

1
~ det(A)

At (Com(A))T.

Al = %(Com(A))T.

— On caleul Com(A) :

1 3 2 3
+ J—
2 1 3 1
0 2 0 2
Com(A)=| - +
2 1 3 1
0 2 0 2
+ - +
1 3 2 3
-5 7 1 -5
Com(A)=1 4 -6 0 |,et(Com(A)T' =] 7
-2 4 0 1
Finalement 5
_5 4 -9 ? 2 -1
1
AT=5 T 6 4 = % -3 2
1 0 0 -
5 0 0
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